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Résumé--La résolution de l'équation de l'énergie a été effectuée dans le cas d'un écoulement laminaire entre 
deux cylindres coaxiaux isothermes maintenant un gradient constant dans la couche annulaire. L'évolution 
du champ de température le long des tubes a été obtenue à l'aide de la méthode de Galerkin ainsi qu'avec un 
modèle numérique aux différences finies pour plusieurs rapports de rayons. Le transfert de chaleur entre les 
deux tubes, caractérisé par les nombres de Nusselt extérieur et intérieur, ainsi que la température de mélange 
ont été déterminés en fonction de la longueur réduite des deux tubes. La comparaison des solutions obtenues 
par différences finies et par la méthode de Galerkin, pour plusieurs fonctions d'essais, fait apparaître une 
bonne concordance. 
NOMENCLATURE 
a, diffusivité du fluide; 
a;(z), fonction intervenant dans le développement 
de la température; 
Nu,, nombre de Nusselt local extérieur, 
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nombre de Prandtl, P r = - ;  
a 
composante radiale adimensionnelle, 
r' 
r =  - ;
r ;  
rayon du cylindre extérieur; 
rayon du cylindre intérieur; 
composante radiale; 
grandeur caractéristique de la 
fi . 1 . l'e con gurat1on annuaire, R = - ;  
r; 
Wor· 
nombre de Reynolds, Re = - - ' ;  
température adimensionnelle en chaque 
. d fl 'd 
T ' - T .  
pomt u UI e, T = - - - ;  
T ; - T ,  
température du cylindre extérieur; 
température du cylindre intérieur; 
développement à l'ordre N de la 
i=N 
température, T.v = 1p(r)- I a;(z)'f';(r);
i=l 
température en chaque point du fluide; 
vitesse adimensionnelle en chaque point 
. w 
du fluide, W = - ;  
Wo 
vitesse débitante du fluide à travers 
toute section droite; 
vitesse en chaque point du fluide; 




i ,  composante axial du cylindre. 
Symboles grecs 
v i, viscosité cinématique du fluide; 
q:,(r), expression adimensionnelle de la 
température pour z infini ; 
'l';(r}, fonction d'essai. 
1. INTRODUCTION 
LE PROBLÈME de la convection thermique dans un tube, 
en régime laminaire, a été abordé par de nombreux 
auteurs depuis les travaux de Graetz et de Nusselt. 
Nous citerons les travaux effectués par Abramowitz 
(1], Singh [2] et de Jones [3] qui, sans négliger la 
conduction axiale a obtenu la solution de ce problème 
où les valeurs propres sont données sous forme d'un 
développement asymptotique. La géométrie étudiée ici 
implique l'introduction d'un paramètre sup-
plémentaire: le rapport des rayons intérieur et ex-
térieur; la distribution de vitesse dans la couche 
annulaire déterminée par résolution de l'équation de 
quantité de mouvement est supposée connue et in-
troduite dans l'équation de l'énergie et celle-ci est 
ensuite résolue par la méthode de Galerkin développée 
dans les ouvrages de Kantorovich et Krylov [ 4), 
Finlayson [5] et Lions [6]. Les résultats donnés pour 
diverses fonctions d'essais et plusieurs degrés 
d'approximation sont analysés. Ce problème 
d'évolution a aussi été abordé par la méthode des 
différences finies et les résultats obtenus comparés avec 
ceux de la méthode précédente. Les avantages et 
inconvénients des deux méthodes sont aussi com-
mentés. 
La température de mélange dans la couche et les 
nombres de Nusselt locaux extérieur et intérieur sont 
déduits des calculs pour plusieurs valeurs du rapport 
des rayons. 
2. FORMULATION DU PROBLEME 
Il s'agit de l'écoulement laminaire d'un fluide incom-
pressible entre deux cylindres infinis de rayons in-
térieur r; et de rayon extérieur re. Les cylindres 
intérieur et extérieur, supposés imperméables et iso-
thermes, sont maintenus respectivement à la tempéra-
ture T; et T, avec T; > T,,. 
L'équation de l'énergie, pour un écoulement de 
Poiseuille annulaire, dans le cas où on néglige la 
conduction longitudinale, s'écrit: 
où 
l è
2 T' I ô T ' j  aT' 
a - , -2 + -; , - W(r')- ,  0 èr r ar ôz 
W( 
' ) =  2Wo[r;-r '2+(r;-rl)Log(r ' fre )/Log(r,/r;)]r 
r ;  + r t - ( r ;  -rf)/Log(refr;) 
a représente la dîffusivité thermique du fluide, Wo la 
vitesse débitante du fluide à travers une section droite 
du conduit annulaire, r' la coordonnée radiale et z' la 
coordonnée axiale du cylindre. Il n'y a pas de 
coordonnée · angulaire, le problème étant supposé 
axisymétrique. 
Les conditions aux limites pour ce problème se 
présentent sous la forme: 
T'(r;, z') = T; 'vz' E JO, co[, 
T'(r., z') = T, 'vz' E [O, co[, 
T'(r', 0) = T, 'vr' E ]r;, re] ; 
le régime dynamique est supposé établi en z' = O. 
L'équation de l'énergie est rendue adîmensîonnelle 
par les grandeurs de référence suivantes: 
W(r) 
R 
W' z' r' 
• 7 - _ •  r -Wo ' - - I'; ' - - I'; 
; 
re T' - T  - et T = - - •  
r; T;-T,, 
(où les grandeurs réelles sont désignées par un prime). 
Ainsi l'équation de l'énergie rendue adimensionnelle 
s'écrit: 
où 
c 2 T l ôT è T  
- + - Pe W ( r ) - = 0 (1) 
ê'r2 r ôr èz 
W(r)= 
2(r 2 - 1  - (R 2 - 1) Log r /Log R) 
R 2 + 1 - ( R 2 - 1 )/Log R 
et où Pe = W0r;/a est le nombre de Péclet; avec comme 
conditions aux limites: 
T ( l , z ) = l  ' vzE]0 ,x[ ,  
T(R, z) = 0 'vzE (0, :xi[, 
T(r ,0)=0  l irE]l ,RJ.  





Montrons que, pour le problème ainsi posé, il existe
au plus une seule solution. En effet, soient T1 et T2 deux 
solutions différentes de ce problème, vérifiant 
l'équation (l)et les trois conditions aux limites (2)-(4); 
la différence U T1 - T2 vérifie dans ces conditions 
l'équation ( l) et les trois conditions aux limites 
suivantes: 
U ( L z ) = 0  'vzE]0,:x[, 
U(R,z)=O V.:E[0,:x[, 
U(r ,0)=0 VrE]l,R].  
Multiplions par rU l'équation ( 1) où Tété remplacé 




au) Pe è 
j 
j'R 
]V-.-· r - . - dr = ---. rW(r)U 2 dr , 1 élr c1r 2 c1:: 1 
ce qui donne : 
- - rW(r)U2 dr = - r   dr. Pe a lf
R
l f
R (au)· 2 
2 èz I l é)r 
Le second membre de cette équation étant négatif quel 
que soit z, la fonction de z, JfrW(r)U 2 dr, est dé-
croissante, mais comme elle est nulle pour z = 0, 
puisque U(r,0)=0 VrE]l,R], on a JfrW(r)U 2 dr 
= 0, Cependant rW(r) > 0 implique U(r, z) = 0, soit 
T1 = T2, 
(b) Détermination d'une solution approchée
Pour z tendant vers l'infini, la température n'est plus 
fonction de z et l'équation ( 1) admet pour solution la 
fonction 
Logr 
<p(r) = 1 - - - ,  
LogR 
vérifiant les conditions aux limites. 
On pose: 
N 
TN(r, z) = <p(r) - L a;(z)'f';(r) 
i::: 1 
(5) 
et on exige que TN (r, z) satisfasse au système ( 1 ) ( 4 ). Si 
nous prenons les fonctions d'essais vérifiant: 
'P,(1)=0 'v,E[l,N] 
'P1(R) = 0 'v 1E ( l , N], 
(6) 
(7) 
les deux conditions aux limites (2) et (3) se trouvent 
ainsi vérifiées. 
La méthode de Galerkin consiste à se donner 
d'abord les fonctions d'essais vérifiant les conditions 
(6) et (7) et le problème de départ se réduit à la 
détermination des fonctions a;(z) vérifiant: 
N [.. ( l · 1 I a;(z) 'P;' + ; - 'P ; ) -Pe  W(r)'P;aî(z)J = 0 (8) 
avec: 
N 
<p(r)= I a;(0)'P;(r) 'vrE]l,RJ
f:=,c.1 
Logr 
ip(r) = 1 - - - .  
LogR 
(9) 
On obtient le système différentiel qui détermine les 
a;(z) en multipliant les deux équations (8) et (9) par les 
'Pj(r),j variant de 1 à N. En intégrant le résultat obtenu 
entre 1 et R, on trouve 
Ce système nous conduit à deux équations mat-
ricielles: 
[C][a;(z)] = Pe[D][a;(z)]
[H][a;(O)] = [G] 
où la matrice carrée [ CJ a pour éléments: 
ci; r (\JI;'+  \f;)\fidr
et la matrice carrée [D]: 
di1 = r W(r)\f;'Pj dr. 
(12) 
(13) 
Dans l'équation matricielle (13) exprimant la con-
dition initiale, la matrice carrée [H] a pour éléments 
hi; = J: \Jl1\ J li dr 
et la matrice colonne [ GJ, 
gi = J: q:i\Jli dr . 
Le système (12) avec les conditions initiales (13) 
nous conduit ainsi aux deux équations matricielles 
suivantes: 
Pe[a;(z)] = [D- 1] [C] [a;(z)] = [A][a1(z)] (14) 
[a;(0)] = [H- 1J [G] . (15) 
Ces deux équations représentent un système diffé-
rentiel linéaire d'ordre N avec conditions initiales. Pour 
résoudre un tel système nous supposerons que le choix 
des fonctions d'essais est tel que la matrice [A] 
[ D- 1 J [ CJ soit une matrice diagonalisable et nous 
transformerons ainsi ce système dans le repère propre. 
Soit [ZJ la matrice ayant pour vecteurs colonnes les 
vecteurs propres de [ A]. Dans ce cas, nous obtenons: 
[a;(z)] = [Z][af(z)] 
où l'exposant p se rapporte aux vecteurs écrits dans 
le repère propre. Le système d'équations (14) et (15) 
nous conduit, moyennant quelques transformations 
simples, au système: 
[a;(z)] [Z][af(0)exp((œ;z)/Pe)J (16) 
[af(0)] = [Z- 1] [H- 1] [G] (17) 
où les w; sont les valeurs propres respectives associées 
aux valeurs propres. On obtient ainsi: 
[a;(z)] = [z][diagexp(w 1z/Pe)] [Z - 1J [H- 1] [GJ (18) 
où (diagexp(w1z/Pe)] représente la matrice diagonale 
et exp w1z/Pe représente le terme de rang i. 
De la connaissance des a1(z) on déduit l'expression 
de la température en chacun des points de 
l'écoulement. 
(c) Détermination de la température de mélange et des
nombres de Nusselt 
La température de mélange est définie par:
où 
J f ,  W ds = n(R 2 1) 
désigne le débit volumique du fluide. Lorsqu'on rem-
place dans cette définition T par sa valuer approchée 






_ _ _ _  R_2 _ _ _  l .
R2 + 1 
LogR 
Il reste seulement à déterminer les intégrales 
J f \JI I Wr dr puisque les a1(z) ont déjà été précédemment 
calculés. 
Le transfert de chaleur local sur les surfaces in-
térieure et extérieure est caractérisé par les expressions 
des nombres de Nusselt: 
et 
ôTI 
Nu;(z) = - L o g R - ; -ur r =  1 




Lorsqu'on remplace T par TN donné par l'expression 
(5), on obtient: 
Nu1(z) = (-q:i'(l) + J a1(z)\f \(1)) LogR 
et 
Nue(z) = ( - q:i'(R) + 1 a1(z)\fî(R)) R Log R. 
Ainsi l'expression des nombres de Nusselt s'en déduit 
directement et sans nouveau calcul une fois le champ 
de température connu; cette méthode présente donc 
un grand avantage dans notre cas sur la méthode des 
dilférences finies. 
(d) Détermination analytique du champ de température, 
de la température de mélange et des nomb1·es de 
Nusselt dans le cas N = l
Un autre intérêt de la méthode est de permettre 
l'obtention de la solution approchée dans le cas N = 1 
par simple intégration et sans avoir recours à un calcul 
machine, ce calcul pour N = 1 pouvant donner, pour 
un choix convenable des fonctions d'essai 4';, une 
bonne approximation de la solution. Nous avons 
d'abord utilisé les fonctions d'essais suivantes vérifiant 
les conditions aux limites: 
'f', = [Log r(Log R - Log r )]' 
Pour N = 1, nous avons obtenu:
avec: 
6 ( R - l )  
J 1 = LogR+2R+4 - - - -
LogR 
J 2 = 2R Log2 R - 2 Log R - l 2R Log R 
- 1 2  LogR +24R-24
' 2 LogR 
11 = 2(2 - R 
- LogR - R--) 
12 = K[ - H R 3 Log2 R + \8/ R3 LogR 
-6R  LogR + H Log2 R-6R2 Log R
+ 4 N  Log R - 5ffy4 R '  -48R 2 + 48R 





T;_ = l - - · · · [Logr(LogR-Logr)]at(z). 
LogR 
Par rapport à la méthode des différences finies l'écart 
sur la valeur de T ainsi déterminée est de 3 x l o - 2 pour 
z/Pe = 0, 1 etde 10- 3 pourz/Pe = 0,4. Nous avons de 
méme pour la température de mélange: 
Tm= l r cp(r)W(r)rdr a 1 ( z ) f  ' l '1W(r)rdrl  
n(R 2 - l)
où Sf cp(r)W(r)rdr a déjà été calculé précédemment. 
Les nombres de Nusselt intérieur et extérieur sont dans 
ce cas: 
N u ; = I  (LogR)(R-l)a i (z) 
Nu" = 1 + R(LogR)(R-1 )a i (z).
(e) Détermination numérique approchée, par la méthode 
de Galerkin, du champ de température, de la tem-
pérature de mélange et des nombres de Nusselt 
Pour les fonctions d'essais citées précédemment.
nous avons constaté que la solution ne converge pas 
quand on augmente Net que l'approximation obtenue 
pour N > 1 est peu différente du cas N 1, ce résultai 
nous a conduit par la suite à approcher la solution au 
moyen de nouvelles fonctions d'essais. 
Nous avons utilisé deux catégories de fonctions 
vérifiant les conditions aux limites qui sont, d'une part, 
d'où. 
(. r-1 ) 
'l'; = sin · in. , 
R - 1  
·'R
) 'l','l'j dr = ½(R - l )ôii 
• 1 
avec _'1 {,5 
. = l 
<\j = 0
pour j 
pour i #J. 






' l ' ;= [ ( r  l ) ( r - R ) J  




Pour ces deux fonctions d'essais la solution obtenue 
converge quand N augmente. Pour les fonctions sinus, 
on constate qu'à partir de N = 6, les solutions ob-
tenues sont identiques à l o - 5 prés pour toute valeur de 
:, à l'exception d'une valeur très voisine d e :  = 0, où il a 
été nécessaire de dépasser N = 10 pour avoir une 
solution invariante partout. Pour les fonctions po-
lynomes, la convergence est obtenue à partir de N = 2 
et ce pour toute valeur de : à l'exception de 2 = O. 
4. METHODE DES DIFFERENCES FINIES 
L'équation ( l) est transformée en équation aux 
différences; l'algorithme est celui de la méthode de 
Crank-Nicolson. De plus, r varie de l ù R et 
z/Pe, de O ù R(R- 1)/2 et les valuers des rapports 
de rayons explorés sont v12, 2, 4 et 16. 
Le maillage comprend 101 noeuds. 
L'espace mémoire est de 300 K. le temps de calcul de 
0,2 s par pas de temps et le nombre de pas de temps de 
l'ordre de 200. 
5. INTERPRETATION PHYSIQUE DES RESULTATS 
Nous avons ainsi déterminé la répartition de tem-
pératures, les nombres de Nusselt et la température 
moyenne pour les rapports de rayons suivants: ,/i. 2, 
4 et 16. Ces différents calculs ont été effectués par la 
méthode de Galerkin et celle des différences finies. Les 
résultats ainsi obtenus sont représentés sur les gra-
phiques suivants où nous avons comparé les différentes 
approximations correspondant à N 1, 2 et N = 15 
aux résultats obtenus à partir de la méthode des 
différences finies et ce, pour les deux derniéres fonc-
tions d'essais. 
Il ressort de cette comparaison que la solution 
obtenue par la méthode de Galerkin coincide parfaite-
ment avec celle déterminée par les différences finies et 
ce, à partir de N ;;,, 2 pour les fonctions polynomes et 
de N ;;,, 6 pour les fonctions sinus. On voit sur les 
T 
Z/Pe 
FIG. L Champ de température pour R = 2. 
R = / 2  
R= 2 
Z/Pe 




FIG. 3. Température de mélange en fonction de la longueur réduite pour R == 2 et pour différentes valeurs de 
N avec des fonctions d'essais sous forme de sinus. La courbe correspondant à N = 15 coïncide avec celle 












FIG. 4. Comparaison de la température de mélange en fonction de la longueur réduite dans le cas où les 








N = 15 




FIG. 5. Nombre de Nusselt extérieur en fonction de la longueur réduite pour R = 2 et pour différentes 




celle obtenue par les différences finies sauf au voisinage de zéro. 
0,2 
2/Pe 
FIG. 6. Nombre de Nusselt intérieur en fonction de la longueur réduite pour R = 2 et pour différentes 
valeurs de N avec des fonctions d'essais sous forme de sinus. La courbe correspondant à N = 15 coïncide avec 





- - Galerkin 
- - - Differences finies 
4 
Z/Pe 
FIG. 7. Nombre de Nusselt extérieur en fonction de la longueur réduite pour R = 2 et R = 4. Les deux 
méthodes de calcul donnent le même résultat sauf pour les faibles valeurs de z/ Pe et pour R = 4. 
:::, 
z 
- - - Galerkin 
- - - - Differences finies 
0 , 5 . . . . _  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  .... 
2,.._ 
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _.4,.._ _ _ _  _ 
Z/Pe 
FIG. 8. Nombre de Nusselt intérieur en fonction de la longueur réduite pour R = 2 et R = 4. Les deux 
méthodes de calcul donnent le même résultat sauf pour les faibles valeurs de z/Pe et dans le cas R = 4. 
courbes que la température de mélange, les nombres de 
Nusselt et la longueur d'établissement du régime 
thermique décroissent quand le rapport des rayons R 
croît. 
6. CONCLUSION
Nous avons d'abord dans un premier temps dé-
montré l'unicité de la solution de l'équation de 
l'énergie dans le cas de l'écoulement annulaire la-
minaire. La méthode de Galerkin nous a permis 
d'obtenir la solution développée sous forme de fonc-
tions d'essais et cela pour plusieurs valeurs du rapport 
des rayons des deux tubes. 
De la connaissance du champ de température entre 
les deux tubes, nous avons déduit les expressions de la 
température de mélange et des nombres de Nusselt 
extérieur et intérieur en fonction de la longueur réduite 
des tubes. 
La comparaison des résultats ainsi obtenus à ceux 
que nous avons déterminés avec un modèle numérique 
aux différences finies fait apparaître une bonne con-
cordance. 
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CONVECTION BETWEEN TWO COAXIAL CYLINDERS IN A LAMINAR PERMANENT 
REGIME 
Abstract - The equation of energy was sol ved in the cause of a laminar flow between two isothermal coaxial 
cylinders maintaining a constant gradient in the annular layer. The evolution of the temperature field along 
the tubes was determined by using the Galerkin method, as well as a finite-difference numerical mode! for 
various radius ratios. The heat transfer between the two tubes, characterized by the outer and inner Nusselt 
numbers, as well as the mixture temperature were calculated as fonctions of the reduced length of the tubes. 
The comparison of the solutions found with finite-difference method and the Galerkin technique for various 
trial fonctions revealed a good agreement. 
KONVEKTION ZWISCHEN ZWEI KOAXIALEN ZYLINDERN IM 
DAUERNDEN LAMTNAREN STRÔMUNGSBERETCH 
Zusammenfassung-- Die Energiegleichung wurde im Falle einer laminaren Stromung zwischen zwei 
koaxialen isothermen Zylindern, welche einen konstanten Temperaturgradienten in der ringformigen 
Schicht halten, aufgeli:ist. Die Aenderung des Temperaturfelds langs der Ri:ihren wurde mit Hilfe der 
Galerkinschen Methode sowie eines numerischen Modells mit endlichen Differenzen für verschiedene 
Radiusverhaltnisse bestimmt. Die Warmeübertragung zwischen den Ri:ihren, die durch die aussere und 
innere Nusseltzahlen gekennzeichnet wird, sowie die Mischungstemperatur wurden in Abhangigkeit von 
der reduzierten Ri:ihrenlange berechnet. Der Vergleich der mit Hilfe der endlichen Differenzen und 
der Galerkinschen Methode für vcrschiedene Probefunktionen erhaltenen Li:isungen lafü eine gute 
Übereinstimmung erkennen. 
J I A M H H A P H M I  KOHBEKU1151 ME)l{)lY ,!lBYM51 KOAKCl1AJ1bHblMl1 UHJ1HH)lPAMl1 
AHHQTal(H!I - PeweHO ypaBHCH11C coxpaHCHl1ll )Heprn11 ,ll.111 CJJy'lall JJaM11Hapttoro Te'!eHl1ll MelK,ay 
JlBYMll 1130TepM11'leCK11Ml1 K0aKCHaJJbHblM11 Ul1JIHH/lpaM11 np11 noCT0llHH0M rpan11eHTe TeMneparypbl 
B K0JJbUeB0M CJJOe. Pa3BHTl1e TeMnepa1ypHoro noJJR B,ll0JJb Tpy6 onpe,UCJJllJI0Cb C noM0WblO MeTo,aa 
faJJepK11Ha 11 K0He'!H0-pa1H0CTH0ro 'll1CJJeHH0ro Mero,aa ,llJlll pa3JJH'!Hbl.X 0TH0WeHl1i1 pan11yc0B. 
TenJJ006MeH MelK/ly llBYMll Tpy6aMl1, onpe,aeJJlleMblil 'll1CJJaM11 HycceJJbTa ,llJl}I BHewHero 11 BHyTpeH-
Hero u11mrn,ap0B, a TaKlKe TeMnepaTypa CMeCH 6bIJll1 pacc•111TaHbl B 1aBHCl1M0CTl1 0T np11Be/leHH0i1 
}lJll1Hbl rpy6. CpaBHeH11e pewett11i1, Hail,aeHHblX K0HC'lH0-pa3H0CTHblM MeT0/l0M 11 MCT0D.OM faJJep-
Kl1Ha .u.111 pa3.111'1HblX npo6Hbl.X cpyHKU11i1, o6ttapylKl1BaeT xopowee C00TBeTCTBl1C. 
